Численное моделирование процессов взаимодействия и распада топологических вихрей в обращенном времени by Kh. Muminov Kh. et al.
Математика и математическое моделирование 1 
 
Ссылка на статью: 
// Математика и математическое моделирование. 
2018. № 02. С. 1–18 
DOI: 10.24108/mathm.0218.0000099 
Представлена в редакцию: 26.03.2018 
 
© НП «НЕИКОН» 
УДК 519.6 + 530.1 
Численное моделирование процессов 
взаимодействия и распада топологических 
вихрей в обращенном времени 
Муминов Х.Х.1, Шокиров Ф.Ш.1,*  
 
1Физико-технический институт им. С.У. Умарова Академии наук 
Республики Таджикистан, Душанбе, Таджикистан 
 
Приведены результаты численного моделирования процессов взаимодействия и распада 
топологических вихрей (2+1)-мерной суперсимметричной О(3) нелинейной сигма-модели в 
обращенном времени. Численные расчеты проводятся в расслоенном пространстве на основе 
методов теории конечных разностных схем, использованием свойств стереографической 
проекции. Получены модели формирования исходного состояния системы двух 
взаимодействующих топологических вихрей при их начальном распаде на локализованные 
возмущения. Эксперименты проведены при различных значениях индекса Хопфа 
топологических вихрей. Подтверждено свойство Т-инвариантности исследуемой теоретико-
полевой модели. Предложен комплексный программный модуль, реализующий специальный 
алгоритм численного расчёта эволюции взаимодействия пространственно-временных 
топологических структур в обращенном времени. 
Ключевые слова: нелинейная сигма-модель, обращение времени, расслоенное пространство, 
сфера Блоха, Т-инвариантность, численное моделирование 
 
Введение 
Известно, что наиболее важной характеристикой физических законов является их 
симметрия (CRT-инвариантность, теорема Людерса-Паули), соответствующая определен-
ному закону сохранения (теорема Нетер). При этом принципы симметрии физических за-
конов, непосредственно связанные с фундаментальными свойствами пространства-
времени, имеют, по-видимому, большее значение, чем законы сохранения [1]. Настоящая 
работа посвящена исследованию T-инвариантности процессов взаимодействия локализо-
ванных полей – топологических солитонов-вихрей в рамках (2+1)-мерной суперсиммет-
ричной О(3) нелинейной сигма-модели (НСМ). Поскольку операция обращения времени 
Tˆ  ( t t ) переставляет начальное и конечное состояния системы, его действие не при-
водит к новым характеристикам исследуемых в настоящей работе квазичастиц – тополо-
гических вихрей. Математически данное свойство можно записать как равенство нулю 
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коммутатора операторов Tˆ  и Hˆ : 0ˆ, ˆT H    , где 
Hˆ  — оператор Гамильтона [2]. Основ-
ной целью настоящей статьи является исследование свойств Т-симметрии (симметрии по 
отношению к обращению времени) О(3) НСМ на примере обращения во времени процес-
сов взаимодействия и распада ее топологических (солитонных) решений. Разработан ком-
плекс компьютерных программ на основе специальных алгоритмов моделирования про-
цессов взаимодействия частицеподобных решений нелинейных уравнений теоретико-
полевых моделей в обращенном времени (ОВ). Напомним, что плотность функции Ла-
гранжа и гамильтониан исследуемой О(3) НСМ (см., например, [3–7]) в стандартной (изо-
спиновой) параметризации можно записать в следующем виде: 
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где 1 / 2g  ,  3k  ; 1 2 3, ,s s s  — координаты единичного изовектора 
    1 2 3, , sin cos , sin sin , coss s s      S . (3) 
В данном случае наложено ограничение 2 1S  и длина изовектора (3) является по-
стоянной величиной;  t  и  t  — углы Эйлера (рис. 1а). Таким образом, n-поле иссле-
дуемой модели (1) описывается движением точки на блоховской сфере 2S , эквивалентной 
движению конца изовектора S  (рис. 1а).  
 
 
Рис. 1. Структура области моделирования: а — сфера Блоха; б — расслоенное пространство (2D) 
 
Первое слагаемое в (1) является известной функцией Лагранжа НСМ для изотропно-
го случая [5,7]. Исследование настоящей работы проведены в рамках анизотропной О(3) 
НСМ, где анизотропия выбрана в направлении 3s -компоненты. Таким образом, состояния 
исследуемой модели (1) с нулевой энергией (вакуумные состояния) описываются изовек-
тором  0,0, 1S . Симметрией модели является О(3) – симметрия динамики изотопиче-
ского вектора (изовектора) в блоховской сфере 2S .  
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В работе [8] в рамках О(3) НСМ были получены модели двухсолитонных взаимо-
действий топологических вихрей-солитонов (ТС, TS) следующего вида:  
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где tQ  — топологический заряд (степень отображения, индекс Хопфа); χ cos sin
x y
R R
   
— угловой параметр; R  — радиус локализации солитона. В указанной работе [8] были 
получены модели распада взаимодействующих ТС (2+1)-мерной О(3) НСМ на локализо-
ванные возмущения (ЛВ), выявлено свойство сохранения суммы топологического заряда 
и предложен численный метод определения топологического заряда ЛВ. В работе [9] ис-
следована изоспиновая динамика решений (4) и определены условия проявления дально-
действующих сил при взаимодействии ТС (4), а также их полной аннигиляция поэтапным 
излучением энергии. 
Функция Лагранжа О(3) НСМ не зависит явно от времени и содержит только четные 
степени производных, поэтому применение T-операции (операции замены знака времени 
t t ) не должно привести к изменению уравнения движения, то есть данные модели 
обладают свойством Т-инвариантности (лагранжиан и гамильтониан модели инвариантны 
относительно Т-операции) [10,11]. Следовательно, каждое физическое состояние, полу-
ченное в рамках О(3) НСМ в момент времени   при обращении времени ( t t ) перехо-
дит в Т-инвариантное состояние с обращенными направлениями скоростей. Известно, что 
течение времени t  направлено на реализацию процессов, обладающих наибольшей веро-
ятностью, но физические законы не запрещают осуществление также маловероятных про-
цессов. Таким образом, свойство Т-инвариантности О(3) НСМ допускает существование 
последнего состояния, а также обращенного во времени движения. 
В последние десятилетия было проведено множество экспериментов с использова-
нием свойств Т-симметрии физических явлений и представлены различные методы их 
приложения (см., например, [12–21]). Примеры приложений методов ОВ в медицинской 
визуализации, эхо-импульсном контроле, разработки нанофотонных устройств, переклю-
чаемых узкополосных оптических изоляторов, а также в подводной акустике и в исследо-
вании экстремальных волн предложены в работах [12-21]. В работе [12] сообщается о пер-
вых экспериментах, показывающих обратимость многократно рассеянных акустических 
волн. Обнаружено, что при моделировании процессов в ОВ волны сходятся к их источни-
ку и восстанавливают исходную форму. В работе [13] метод ОВ применен для восстанов-
ления сильно локализованных возмущений (экстремальных волн) дисперсионных сред в 
рамках нелинейного уравнения Шредингера. Показано, что сильно локализованные нели-
нейные волны могут быть экспериментально восстановлены методом ОВ и в других нели-
нейных дисперсионных средах управляемых нелинейным уравнением Шредингера, таких 
как оптика, плазма и конденсат Бозе-Эйнштейна. Метод воспроизведения нечувствитель-
ных к дисперсии интерферограммы Хонг–У–Манделы на основе свойств Т-симметрии 
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квантовой механики предложен в работе [15]. В работе [16] предложена квазидвумерной 
схема двухслойной системы фермионов погруженной в бозе-эйнштейновский конденсат 
для реализации Т-инвариантных топологических сверхтекучих сред. Результаты указан-
ной работы показывают, что экспериментальную реализацию топологической сверхтеку-
чей жидкости с Т-симметрией можно провести в холодной атомной системе. Важные с 
практической точки зрения результаты для разработки нелинейных изоляторов, метапо-
верхностей и других нанофотонных устройств представлены в работе [17]. Работы [18, 19] 
посвящены исследованиям определенных величин (индикаторов аномалий), определяю-
щих аномалию Т-инвариантных топологически упорядоченных состояний. Аномалия в 
данном случае имеет смысл невозможности реализации вышеуказанных состояний в стро-
го двумерных системах. Интересные исследования в области разработки так называемых 
фотонных устройств для использования в квантовых материалах и процессорах проведе-
ны в работе [20]. Также следует отметить работу [21], где авторы описывают метод разра-
ботки высокочувствительных датчиков для регистрации процессов физики высоких энер-
гии вне рамок Стандартной модели.  
Приведенный выше обзор работ отображает лишь часть теоретических исследований 
и практических экспериментов, проводимых на основе Т-инвариантных свойств физиче-
ских процессов. Например, не упомянуты в настоящей работе применения методов ОВ в 
моделировании сейсмологических и геофизических процессов, в неразрушающем контро-
ле твердых материалов, в исследовании высокотемпературных сверхпроводников и т.д. 
Эксперименты по ОВ обычно состоят из нескольких этапов. В нашем случае на пер-
вом этапе были построены модели взаимодействия ТС (4) О(3) НСМ для определенных 
значений скорости их движения, достаточных для распада ТС на ЛВ [8]. Далее топологи-
ческое поле, состоящее из отдельных ЛВ сохраняется в разных фиксированных положе-
ниях как функция от времени. На основе полученных данных проведено численное моде-
лирование эволюции сохраненного состояния в ОВ: t t . Получены результаты, опи-
сывающие полное восстановления топологических вихрей (4) в процессе объединения ЛВ 
и таким образом, подтверждено свойство Т-инвариантности О(3) НСМ. Разработанные 
алгоритмы, численные схемы и компьютерные коды объединены в единый пакет при-
кладных программ, позволяющие проведение исследований Т-инвариантных свойств 
(2+1)-мерных теоретико-полевых моделей класса О(3) НСМ. 
Постановка задачи и более подробные сведения о методах исследования настоящей 
работы приведены в следующем пункте. В третьей части работы приведены результаты 
исследований и описаны свойства полученных Т-инвариантных моделей. В конце прове-
дено обсуждение полученных результатов и подведены итоги. 
1. Постановка задачи 
В настоящей работе рассмотрена задача построения численных моделей, описы-
вающих обратную по времени эволюцию процессов (двухсолитонного) лобового столкно-
вения и распада ТС (4) на ЛВ. Использован подход приближения разностных схем [22] с 
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применением алгоритма и численной схемы, которые были предложены в работе [6] для 
численного расчета стационарного ТС (4) О(3) НСМ. Лагранжиан анизотропной О(3) 
НСМ использован как в изоспиновой параметризации (1), так и в эквивалентных эйлеро-
вой 
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где            ,            ;       ,         [7]. Соответствующие уравнения 
Лагранжа-Эйлера для (1), (5) и (6) принимают следующий вид: 
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где        ;       ,         [7]. Разностные схемы для численного моделирова-
ния составлены для уравнений (7.2). Значения плотности энергии топологических полей 
определяются выражением (2) с учетом известных соотношений, описывающих стерео-
графическую проекцию сферы 2S  на комплексную плоскость 
1 2
3
e tg
1 2
is isz x iy
s
    

. 
Более подробное описание разработанной численной схемы действующей в рассло-
енном пространстве (рис. 1б) для общего случая приведено в [7]. Использована трёхслой-
Математика и математическое моделирование 6 
ная разностная схема второго порядка точности  2 2O h   на пятиточечном шаблоне с 
весами явного типа [22]. Устойчивость разностной схемы удовлетворяет требованиям для 
гиперболических систем уравнений: 1
h

 . Аппроксимация проведена на двумерной сетке 
      :           расслоенного пространства (рис. 1б), где x yh h  — шаг по коорди-
нате,   — по времени. При этом на краях области численного расчета  ,L x y  установле-
ны специально разработанные граничные условия, которые поглощают линейные волны 
возмущений излучаемые одиночными или взаимодействующими ТС. Таким образом, 
осуществляется моделирование исследуемых процессов в бесконечном двумерном про-
странстве.  
На рис. 2 приведены иллюстрации плотности энергии (а), изовекторной структуры 
(б) и проекции последней на плоскость (с) для ТС (4) О(3) НСМ, обладающих топологиче-
скими зарядами 1, ,4tQ   .  
 
Рис. 2. Топологические вихри (4) О(3) НСМ при         : а — плотность энергии; б — изовекторная 
структура; в — проекция изовекторой структуры на плоскость. 
 
При 1tQ   (скирмион [5]) плотность энергии (DH, Density of Hamiltonian) вихря (4) 
сосредоточена в центральной части области моделирования  1001 1001L  . При 2tQ   
DH топологических вихрей (4) сосредоточена в кольцеобразной форме (рис. 2а), которая 
служит своеобразной доменной границей между противоположными направлениями поля 
( 3s ). Увеличение значений tQ  приводит к сужению ширины данной доменной границы и 
увеличению плотности ее энергии. Из рис. 2б видно, что для каждого случая 1, ,4tQ    в 
изовекторной структуре ТС (4) наблюдается вихревые структуры, количество которых 
равно значению tQ . В центральной части ТС (а также в центрах вихревых структур) век-
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торы изотопического спина S  сонаправлены с положительным направлением оси Z : 
3 1s  . Ближе к границе области моделирования расслоенного пространства (рис. 1б) изо-
векторы направлены в противоположную сторону: 3 1s   . Переход между данными со-
стояниями происходит прецессией изовектора S . Таким образом, ТС (4) являются тополо-
гическими возмущениями поля, соединяющие два вакуумных состояния:   0,t     
(рис. 1а). 
 
Для численных экспериментов настоящей работы использованы ТС (4), обладающие 
значениями индекса Хопфа 3, ,6tQ   . В данном случае для координат единичного изо-
вектора  1 2 3, , tQ s s sS  справедливы следующие выражения: 
 1 2 2 13 3 3 3 3 3cos sin , cos sin , tQ q
 
             S , 
 1 2 2 14 4 4 4 4 4cos sin , cos sin , tQ q
 
             S , 
 1 2 2 15 5 5 5 5 5cos sin , cos sin , tQ q
 
             S , 
 1 2 2 16 6 6 6 6 6cos sin , cos sin , tQ q
 
             S , 
где 
 
1
22 1 qq r

   ,   1 22 1 qq r    ,  3, ,6q   , 
1 3 2
3 3x xy   ,  
2 3 2
3 3y x y   , 
1 4 2 2 4
4 6x x y y    ,  
2 3 3
4 4 4x y xy   , 
1 5 3 2 4
5 10 5x x y xy    ,  
2 5 2 3 4
5 10 5y x y x y    , 
1 6 4 2 2 4 6
6 15 15x x y x y y     ,  
2 5 3 3 5
6 6 20 6xy x y x y    . 
Выбор диапазона значений  3,6tQ   является оптимальным в нашем случае с точки 
зрения технической реализации модели лобовых столкновений. Так как ТС с 1,2tQ   об-
ладают относительно большим (при 1r  ) радиусом локализации ( R ) и соответственно 
для проведения численных расчетов требуется достаточно широкая область моделирова-
ния (L ) расслоенного пространства (рис. 1б). В этом смысле ТС с 6tQ   существенно ло-
кализованы, но в данных ТС градиент DH изменяется скачкообразным образом, что при-
водит к частым ошибкам в численной схеме. Заметим, что эксперименты, проведенные 
для предыдущих работ [8, 9] показывают, что результаты, полученные для значений 
 3,6tQ  , могут быть обобщены для всех возможных значений tQ . 
Как было показано в наших предыдущих исследованиях (см., например, [8, 9]) при 
моделировании двухсолитонных лобовых столкновений ТС (4), движущихся с относи-
тельно малыми скоростями наблюдается процессы их столкновения и взаимного отраже-
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ния. Но, при увеличении скорости движения взаимодействующих вихрей происходит их 
распад на отдельные ЛВ, разлетающиеся в стороны от точки столкновения. При этом ЛВ 
также обладают топологическими зарядами:    t t СQ ЛВ Q Т . Общим свойством процес-
сов распада ТС на ЛВ является сохранение суммы значений tQ  [7–9]: 
     1 2t t tQ ЛВ Q ТС Q ТС   . 
2. Модели распада топологических вихрей в обращенном времени 
В этой части работы приведены результаты численных исследований лобовых 
столкновений ТС (4) О(3) НСМ в режиме ОВ ( t t ). Эксперименты проведены по сле-
дующим конфигурациям системы взаимодействующих вихрей: 
– 3tQ   →← 3tQ  ; 
– 4tQ   →← 4tQ  ; 
– 3tQ   →← 5tQ  ; 
– 3tQ   
→← 6tQ  . 
В экспериментах настоящей работы часто используются ТС с 3tQ  , так как в дан-
ном случае топологический вихрь обладает оптимальным соотношением пространствен-
ной локализации и устойчивости с точки зрения проведения численных расчетов. 
2.1.   3tQ →←  3tQ  
На рис. 3а приведен один из примеров реализации численной модели лобового 
столкновения ТС (4), обладающих равными значениями 3tQ   и движущихся во встреч-
ных направлениях со скоростью  0 0.287t  v . При меньших значениях  0tv  энергия 
взаимодействующих ТС не является достаточной для осуществления процессов их распа-
да. На рис. 3а описан процесс лобового столкновения и распада данных вихрей на ЛВ, ко-
торые также обладают топологическим зарядом: 1tQ   (два ЛВ) и 2tQ   (два ЛВ). На 
всех иллюстрациях данного типа отображены значения DH и ее контурной проекции на 
двумерную область моделирования  2002 1001L  . В данном случае ТС (4) являются аб-
солютно идентичными квазичастицами и обладают свойством киральности [7–9], поэтому 
процесс взаимодействия и разлет ЛВ происходит по симметричным траекториям.  
На втором этапе экспериментов конечные состояния (в случае рис. 3а: 38.4t    ) 
полученной модели распада ТС были использованы в качестве начальных данных для 
проведения исследований в ОВ ( t t ). На рис. 3б приведены иллюстрации, описываю-
щие результаты численного моделирования процессов распада ТС (4), описанных на рис. 
3а в ОВ. Как видно из данных иллюстраций топологические возмущения поля в виде от-
дельных ЛВ движутся траекториями, описанными на рис. 3а, но в обратном направлении. 
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При 14.4t   ЛВ движутся в направлении центра области столкновения, где объединяются 
и формируют единое возмущение поля. Далее наблюдается разделение сформированного 
единого возмущения поля на два ТС ( 23.4t  ), движущихся в  x -направлениях ( 38.4t 
). Изменения значений интегралов энергии (En) моделей, описанных на рис. 3а и 3б, а 
также отклонения значений энергии модели с ОВ  
     ' '0 0, , , ,N NEn En t t t En t t t        ,  (8) 
приведены на рис. 3в. Данные иллюстрации показывают, что полученная в ОВ модель 
процессов столкновения и распада ТС (4) (рис. 3б) с достаточно высокой точностью явля-
ется симметричной по отношению к исходной модели (рис. 3а). При этом в случае рис. 3б 
наблюдается незначительная потеря энергии системы относительно исходной модели 
(рис. 3а): 1.12%lossEn  . 
 
Рис. 3. Взаимодействие и распад топологических вихрей (4) при  12 3tQ TS  : а — исходная модель: 
 0,40t ; б — модель, полученная при t t ; в — интеграл энергии системы для t , t  и En . 
2.2.   4tQ →←  4tQ  
На рис. 4а приведена аналогичная предыдущему примеру модель лобового столкно-
вения ТС (4), обладающих одинаковыми значениями 4tQ   и скорости движения 
 0 0.196t  v . При столкновении наблюдается распад обеих ТС на 3 пары ЛВ: с 1tQ   (4 
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ЛВ) и с 2tQ   (2 ЛВ). Аналогично предыдущему случаю было проведено моделирование 
данного процесса в ОВ: 0 54t   (рис. 4б). В данном случае, также наблюдается объедине-
ние 6 отдельных ЛВ в единое возмущение поля с последующим формированием двух ТС, 
которые отделяясь, начинают движение в x -направлениях. На рис. 4в приведены значе-
ний интегралов энергии (En) моделей, описанных на рис. 4а и 4б, а также их разность 
En  (8). Данные иллюстрации показывают, что полученная в ОВ модель столкновения и 
распада ТС (4) (рис. 4б) также с достаточно высокой точностью является симметричной 
по отношению к исходной модели (рис. 4а). При этом потеря общей энергии системы на 
излучение равна 0.91%lossEn  . Аналогично предыдущему случаю, вследствие абсолют-
ной идентичности взаимодействующих вихрей процесс столкновения и разлет ЛВ проис-
ходит по симметричным траекториям с центром симметрии в точке столкновения. 
 
Рис. 4. Взаимодействие и распад топологических вихрей (4) при  12 4tQ TS  : а — исходная модель: 
 0,54t ; б — полученная модель при t t ; в — интеграл энергии системы для t , t  и En . 
2.3.   3tQ  →←  5tQ  
В данном случае проведены эксперименты по столкновению ТС (4) с  1 3tQ TS   и 
 2 5tQ TS  , которые движутся с разными скоростями  1 0 0.196t  v  и  2 0 0.0995t  v . 
При столкновении оба ТС распадаются на 3 группы ЛВ (рис. 5а): с 1tQ   (1 ЛВ), с 3tQ   
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(2 ЛВ) и с 3tQ   и 1tQ   (1 группа ЛВ). При моделировании данного процесса в ОВ так-
же получена исходная модель (рис. 5б). При этом потеря общей энергии на излучение, 
описанной на рис. 5а составляет 1.05%lossEn  . Так как взаимодействующие ТС в данном 
эксперименте обладают разными значениями tQ  и  0tv , процессы их распада и разлет 
ЛВ не обладают пространственной симметрией. 
 
Рис. 5. Взаимодействие и распад топологических вихрей (4) при  1 3tQ TS   и  2 5tQ TS  : а — исходная 
модель:  0,48t ; б — полученная модель при t t ; в — интеграл энергии для t , t  и En . 
2.4.   3tQ →←  6tQ  
В данном пункте приведены результаты последней серии экспериментов по столк-
новению ТС (4) с  1 3tQ TS   и  2 6tQ TS  , которые движутся со скоростями 
 1 0 0.196t  v  и  2 0 0.005t  v . При столкновении оба ТС распадаются на 4 ЛВ (рис. 
6а): с 1tQ   (1 ЛВ), с 2tQ   (1 ЛВ) и с 3tQ   (2 ЛВ). При моделировании данного про-
цесса в ОВ получена исходная модель (рис. 6б). Разность значений энергии модели рис. 6б 
от энергии исходной модели в конечном этапе эквивалентна 0.54%lossEn  . В этой серии 
экспериментов, аналогично предыдущему случаю процесс взаимодействия и распада ТС 
на ЛВ, а также разлет ЛВ происходить не по симметричным траекториям. 
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Рис. 6. Взаимодействие и распад топологических вихрей (4) при  1 3tQ TS   и  2 6tQ TS  : а — исходная 
модель:  0,63.6t ; б — полученная модель при t t ; в — интеграл энергии для t , t  и En . 
3. Обсуждение полученных результатов 
Исследования настоящей работы относятся к рассмотрению свойств Т-симметрии 
процессов взаимодействия и распада топологических вихрей (4).  
Непосредственно НСМ впервые возникла как эффективная теория безмассовых воз-
буждений, а именно, в задаче, связанной с теорией трех псевдоскалярных пионов (π-
мезонов), которые отождествлялись с псевдоскалярными полями. В важных приложениях 
НСМ описывают коллективные возбуждения – квазичастицы, возникающие при объеди-
нении фермионов (например, π-мезонов, состоящих из кварка и антикварка и окружённых 
глюонным облаком) и не входящие в число первичных полей исходной теории. Исследуе-
мые в настоящей работе топологические вихри-солитоны являются квазичастицами и 
представляют собой пространственные распределения спинов (направления намагничен-
ности), которые нельзя непрерывным преобразованием перевести в однородное (вакуум-
ное) состояние, соответствующее основному состоянию поля (рис. 2б). 
В случае моделей, полученных в настоящей работе, говорить о точной аналогии с 
практическими экспериментами нельзя, так как объекты приведенных исследований яв-
ляются двумерными. Соответственно наши результаты могут в некоторой степени отли-
чаться от результатов практических экспериментов [7]. Метод ОВ может быть применен к 
каждому явлению, описываемому уравнениями, которые содержат только производные 
второго порядка (или более общие производные четного порядка) по времени. Для каждо-
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го решения  ,z r t  существует второе решение вида  ,z r t , так как совпадают их вторые 
производные. Другим ограничением для настоящего подхода является условие недиссипа-
тивности среды. Для реализации данного условия необходимо восстановить излучение 
энергии, которое не было предусмотрено в настоящей работе. Тем не менее, как было по-
казано во второй части работы, в полученных при ОВ моделях структура исходных моде-
лей была восстановлена с достаточно высокой степенью точности. Следует отметить, что 
в экспериментах по взаимодействию топологически вихрей в обычном времени ( t ) чис-
ленные модели вихрей излучают лишнюю энергию в виде линейных волн (до формирова-
ния точного решения), которые поглощаются специальными граничными условиями. Да-
лее при моделировании данного процесса в ОВ ( t t ) происходит эволюция численной 
системы состоящей из топологических возмущений (в данном случае из отдельных ЛВ) 
максимально приближенных к их аналитическому виду. Таким образом, как было показа-
но в предыдущей части настоящей работы свойство Т-симметрии исследуемых моделей 
соблюдается с достаточно высокой точностью:  0.5,1 .15lossEn  . 
Заключение 
В настоящей работе рассмотрены свойства Т-инвариантности суперсимметричной 
О(3) НСМ на примере процессов взаимодействия и распада ее солитонных решений — 
топологических вихрей. Исследование проведено методами численного моделирования на 
основе стандартных разностных уравнений, применением специально разработанного ал-
горитма и свойств стереографической проекции. Для эволюционных моделей лобовых 
столкновений и распадов топологических вихрей на локализованные возмущения приме-
нена операция обращения времени. Получены модели, описывающие процесс объедине-
ния локализованных возмущений и формирования исходного состояния взаимодейст-
вующих топологических вихрей. Таким образом, результаты настоящей работы подтвер-
ждают свойство Т-инвариантности исследуемой (2+1)-мерной О(3) НСМ и показывают ее 
точность в описании нелинейной динамики локализованных топологических возмущений. 
Разработан пакет компьютерных программ, позволяющий провести исследование эволю-
ции взаимодействующих локализованных решений теоретико-полевых моделей в обра-
щенном времени t t .  
Полученные результаты показывают, что разработанный в настоящей работе метод 
исследования позволяет экспериментально восстановить исходное состояние поля, оди-
ночных, так и взаимодействующих локализованных решений нелинейных сред управляе-
мых НСМ. 
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The paper studies T-symmetry properties of the well-known nonlinear sigma model 
(NSM), a class of quantum field systems in which physical fields are regarded as the coordinates 
of a certain manifold. Considers a symmetry property of the (2+1)-dimensional anisotropic O(3) 
NSM (n-field) with respect to time reversal. From the geometric point of view, O(3) NSM de-
scribes the dynamics of a single three-component isovector n that takes on values in the Bloch 
sphere. The isovector n can be identified with a point on the surface of a two-dimensional sphere 
and, therefore, corresponds to the element of a rotation group O(3). The anisotropy is selected in 
the z-axis direction and thus, the zero-energy states (vacuum states) of the model under investi-
gation are equivalent to the point (the end of the isovector n) at the poles of the Bloch sphere. 
О(3) NSМ has an exact solution in the form of topological solitons (vortices, quasi-
particles) possessing a topological charge (the Hopf index). It was shown in [8] that, for certain 
rate values of their motion, the interacting topological solitons decay into localized perturbations. 
In this case, the property of preserving the total sum of the topological charge is revealed.  
In the present work, numerical modeling of interaction and decay processes of topological 
solitons of O(3) NSM in reversed time are carried out. It is shown that when there is time rever-
sal, a complete restoration process of the initial state of the field of topological solitons by com-
bining individual localized perturbations is observed. Thus, the paper confirms the property of T-
invariance of O(3) NSM. To construct numerical models, are used methods of the theory of finite 
difference schemes, based on a specially developed algorithm for applying the properties of the 
stereographic projection of the Bloch sphere onto the complex plane. The developed method al-
lows accurate calculations of the energy density of interacting vortex fields at each point of the 
stratified space. The paper proposes a software complex that allows us to conduct numerical 
studies of interaction processes of localized solutions of non-linear field-theoretical models in 
class O(3) NSM in reversed time. 
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